MIRCEA GANGA

PROBLEME REZOLVATE

DIN MANUALELE DE MATEMATICA
PENTRU CLASA A IX-a

EDITURA MATHPRESS
&)

2008



CUPRINS

ALGEBRA
1. Elemente de logici matematici i teoria multimilor............... 5
I.1e Chestiuni teotetice: ..o oo o e e 5
1.2 knunturile problemelorw. (i e iRy B 18
1.3 Rezolvdrileproblemelon, o0 0= 0 D0 s e e 30
ZBanctil s ior Sl ol e e s e 62
2.1 Chestiuniteoraticert it oovi L S 0 e oot B s 62
2.2 Probleme | .5 s a0 o0 e e s 69
2.2.1. Siruri, progresii aritmetice, progresii geometrice................ 69
Enunturile problemelor. | i oo et v 69
Rezolvarileipreblemelori 7i@ e k0 o L L o 76
222 BMNCHI ST oo e e 91
Enuntnuilesproblemelon. o afa b0 s 0 Ll s g 91
Rezolvanle problemelar: o oo o ne el sdi e on 95
212:3 Hunetia detbradul a0 e 103
Enunturile problemelorisi i iUl i 1 aiaiss b BEgG 103
Rezolvarile problemglors, movon it v iaie. b bt st e aton 112
2124 Testerdesevaluare sl (e Gl 0 0 0 o e 134
Enunturileiproblemelori. v o i e 134
Tezolvarilesproblemelor 27w i e cod Shaaiiiiall 2o L 138
3. Functia de gradul al doilea....................coooviveiiiiiiini i, 145
fal dChestinniteoretioe. s it 0 ant et b B e 145
S@sEnuntunilepieblemelonc ol o s B 152
33 Rezolvanle problemelop ™. f 20 0 - 0 e e 167
GEOMETRIE SI TRIGONOMETRIE
1 WVectoritineplan oo .o o0 slaiinans. sl Siva o0, sedtnvis 4ot 202
1. 1.-Chesfitupithetnetics der cne o mn b oo o ol o e 202
1.2, Fnunturileprablenielor, e v wivs S n et s e e 203
1.3 %Rezolvarile problemelor « #isate | botitosdl g g S el Sl b 207
2. Coliniaritate. Concurents. Paralelism. Calcul vectorial
ngeometriapland . .aiiii o e e e e 215
20 Chestinmi teorebice iy iviami il T S e 215
2.2, Enpngurileiproblemelor. 00 Sl o S e e 223
2.3. Rezolvarile problemelor i St Feli i dn s DO IRT I & 229
3. Elemente de trigonometrie...........................,................ 248
S Clestinni teorebiee .. o i e e e 248
3:2; Ennnturile problemelor: .. i oo i e 250
3:3. Revolvanile problemdlor. [ an dait i o i n e o L 265
4. Aplicatii ale produsului scalar a doi vectori si ale trigonometriei
igeomebria BlEnl . . 312
41 Ghestiunieeoretice ., s g ikt e 312
4:2 Emmturile problemnelore oo o S R i e e 319
4.3. Rezolvdrile problemelor............ e R e S S 324
Teste deievaliiare o oo a0 i e s e 345
Entinturilesproblemielor: .. o mon e n e 345
Rezolvarile problemelor s oii. 0 v oo e 356
Problemieidiversesis et o0 Lo e e el 386



ALGEBRA

1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
SI TEORIA MULTIMILOR

1.1. Chestiuni teoretice
1.1.1. Elemente de calculul propozitiilor

Logica clasica a propozitiilor are la bazi trei principii:

1) principiul tertului exclus - o propozitie nu poate fi decat fie adevirati,
fie falsa.

2) principiul nonconcordantei - o propozitie nu poate fi in acelagi timp
adevirata si falsa.

3) principiul identit#tii — o propozitie isi paistreazi valoarea sa de adevir.
Logica matematica studiazd propozitiile doar din punct de vedere al valorii lor de
adevir.

Definitii. 1) Se numegte alfabet, o multime de semne.

2) Se numeste enunt, orice succesiune de semne dintr-un alfabet.

3) Se numeste propozitie, un enunt, care este fie adevirat, fie fals.
Propozitiile se noteazi cu litere mici: p,q,r,...

4) Se numeste valoare de adevir a unei propozitii, proprietatea aces-
teia de a fi adeviratd sau falsa.
Valoarea de adevér a unei propozitii se noteazd v(p)

ok { 1, daci p este adevirats
0, daca p este falsi

5) Se numeste predicat (sau propozitie cu variabile), un enunt care
contine una sau mai multe variabile, cdrora atribuindu-le valori, obtinem propoz-
itii adevarate sau false.
Multimea elementelor pentru care obtinem propozitii adevirate se numeste multimea
de adevir a predicatului.

Cuantificatorul existential. Propozitia existentiali. Cuantificator uni-
versal. Propozitie universali.

Fie p(z) un predicat unar, z € X, X # 0.

Definitie. 1) Propozitia ,existd cel putin un z, astfel incat p(z)“ se numeste
propozitie existentiald asociata predicatului p(z).

Notatie. (3z)p(z) (citim: existd z din X, astfel incat p(z)).

Simbolul ,,3 “ se citeste: existd si se numegte cuantificator existential.
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Valoare de adevir. Propozitia (3)p(z) este adevirati dacs existd cel putin
un zo din X, astfel incit propozitia p(zo) s fie adevirata.

Propozitia (3z)p(z) este falsd dacd nu existd nici un o din X, astfel incat p(zo)
si fie adevirata. :

2) Propozitia ,oricare ar fi z din X, are loc p(z)*“ se numeste propozitie universali
asociatd predicatului p(z).

Notatie. (Vx)p(z) (citim: oricare ar fi z din X, are loc p(z)).

Simbolul ,,V  se citeste oricare ar fi si se numeste cuantificator universal.
Valoarea de adevir. Propozitia (Vz)p(r) este adeviratid dacid pentru orice
zo din X propozitia p(zo) este adevdrati. Propozitia (Vz)p(z) este falsd daci
existd cel putin un g din X pentru care p(zo) este falsi.

Notiunea de multime

Multimea este o notiune primara, care nu se defineste. Convenim sa intelegem prin
multime o colectie de obiecte cu proprietatea cd despre un anume obiect se poate
spune cu certitudine daca este sau nu in colectie si in plus, in colectie elementele
nu se pot repeta. Obiectele colectiei le numim elemente. O multime se descrie
punénd intre paranteze acolade elementele ei, despartite prin virguld. Vom nota,
multimile cu litere mari A, B, ..., X,..., iar elementele multimilor cu litere mici
a, b ‘

Faptul cd elementul a se afld in multimea A il notdm a € A (citim: a apartine
multimii A). Daci elementul b nu apartine multimii A, atunci vom nota aceasta
prin b ¢ A (citim: elementul b nu apartine multimii A4).

O multime poate fi descrisd fie enumerand elementele sale (A = {a,b,c}), fie
printr-o proprietate caracteristicd pe care o au elementele sale
(A={z€Z| z=2k kelZ}).

O multime speciald este multimea fird nici un element, numitd multimea vidi
si notatd cu 0.

Definitie. Multimea A este o submultime a multimii X, daci orice element
din A este element gi pentru X.

Notatie. A C X si citim: ,multimea A este inclusi in X*.

Proprietiti ale incluziunii mul{imilor

1) Reflexivitatea. A C 4, V A.

2) Antisimetria. Dacd A C B 5i B C A, atunci A = B.

3) Tranzitivitatea. Daci AC Bsi B C C, atunci A C C.

Diagrama Venn-Euler D3 o reprezentare grafici a unei multimi. Este o linie
simpl3 inchisd (cerc, oval sau dreptunghi) in interiorul cireia se scriu elementele
multimii (dac3 aceasta este finita). ;

In cazul multimilor infinite, se considers ci elementele lor sunt punctele planului
delimitat de linia inchisa.



Operatii logice elementare

Definitii. 1) Negatia a) Fie p o propozitie. Negatia propozitiei p este propozitia
D, avand tabelul de adevar:
Complementara multimii A in raport cu multimea X este

multimea Cx A = {z|z € X si z ¢ A}. RALD
1
b) p propozitie care conin cuantificatori. Atunci p se obtine din (1)
p inlocuind ,V*“ cu , 3¢ ,3“ cu ,,V“ si p(z) cu p(z).
2) Conjunctia propoiigiilor P, q este propozitia p A g, P14 p)g
5 i 1 1
avand tabelul de adevar aliturat. B
Intersectia multimilor A, B. este multimea = TpimE
ANB={z|(zx€ A)A(z€B
{al@e )N @eB) s
3) Disjunctia propozitiilor p,q este propozitia p V g, 11) (11 4 1 :
avand tabelul de adevar aliturat. 1o T
Reuniunea multimilor 4, B este multimea TRl i
AUB={z|(z€ A)V(zeB
{al@e AV (€ BY) !
4) Implicatia propozitiilor p, q este propozitia p — ¢ Plag|p—q
(unde p este ipoteza, iar q este concluzia), avand tabelul de Lsfic) il
adevar aldturat. A 2 el )
Fie A, B multimi. Atunci: 0f1 0
AC BdaciVze A, atunci z € B. 010 1
«
5) Echivalenta propozitiilor p, g este propozitia p « g, 11) ({ E 1 g
avand tabelul de adevir: A 0
Fie A, B multimi. Atunci: A 5
A= Bioi(AiG Bisi Bo A, o ‘1

6) Legile lui De Morgan. 1) pVq=pAT;
2) pAq =DV, Vp,q propozitii.
1YC(AuB)=CANnCB;

2') 6(4nB) =CAUCB, Y A, B multimi.

Multimi finite, infinite, mirginite

Definitie. 1) O multime este finit#, dacs are n elemente, n € N.

2) O multime este infinit#, daci nu este finit3.

3) O multime A C R se numeste marginitd, daci existd numerele reale m, M
astfel incat m <z < M, Vze A



Reguli de numsrare

Fie A o multime finitd. Notdm prin n(A), numarul de elemente ale multimii A.
Regula sumei. 1) Daci A, B sunt multimi finite, disjuncte (AN B = (), atunci
n(AU B) = n(4) + n(B).

2) Daci A, B sunt multimi finite, atunci: n(AUB) =n(A)+n(B) —n(ANB)

(principiul includerii gi excluderii)

3) Dacd A;, A, ..., A, sunt multimi finite, atunci
n(UdA)=) nld)- Y nl4ind)+ Yo mAnA;NA) -+
=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+(—1)”+1n(ﬂ?=1Ai).
(principiul includerii §i excluderii)

Regula produsului. 1) Fie 4, B # 0, multimi finite. Atunci produsul cartezian
al multimilor A, B, in aceasts ordine este multimea AxB = {(a,b)|la € Asi b € B}.
In acest caz, n(A x B) = n(A) - n(B).

2) Daca A; # 0, i = 1,n, atunci

Avseds v Ay ={{ay, a5, - a0) POs€ Ay t=Tn} g

n(A; x Az X ... x A,) = n(A1)n(Asz) ...n(An).

Metode de demonstratie: 1) metoda reducerii la absurd; 2) metoda inductiei
matematice.

Metoda reducerii la absurd are la bazi echivalenta (p = q) & (7 = ).
Se neags concluzia si se ajunge si se contrazicd ipoteza sau alt rezultat adevarat.

Metoda inductiei matematice are la baza unul din urmitoarele principii:
Principiul inductiei matematice. 1. Propozitia p(n) este adevdratd pentru
orice numar natural n > m (m € N, m fixat) dacd sunt verificate urmétoarele
dou conditii:

1) Propozitia p(n) este adeviratd pentru n = m

2) Din presupunerea ca p(n) este verificatd pentru n = kyk > m, rezultd cd este
adeviiratd si pentrun = k 4+ 1.

2. Propozitia p(n) este adevirats pentru orice n > m (m € N, m fixat), dacé sunt
indeplinite conditiile:

1) Propozitia p(n) este adeviratd pentrun =mgin=m+ 1.

2) Din presupunerea ci p(n) este adeviratd pentrun = k—1sin =k (k> m),
rezultd p(n) este adevaratd pentru n = k + 1.

Partea intreagi si partea fractionard a unui numar

Definitie. Fie a € R. Se numeste partea intreagd a numérului a, notat cu
[a], cel mai mare intreg mai mic sau egal cu a.

Deci, [a] € Zsi [a] < a < [a] + 1.

Se numeste parte fractionard a numirului a, numarul notat {a}, dlferent;a



dintre a si partea sa intreagi.

Deci, {a} ='a —[a].

Proprietiti. 1. z € [m,m+1), m € Z & [z] = m.
2.z,yemm+1),meZ& [z]=[y]
dlgl=zeozreZiizi=08ccZ. ;
4. m+zl=m+[z], {z+m}={m}, VzeR,Vme

Inegalitati clasice remarcabile

1. Inegalitatea mediilor

S& se arate ci pentru orice a,b > 0 au loc inegalititile

T
min(a,b) < 7 < Vab < 2 < {/TEE < max(a, ).

a b
Avem egalitate in inegalitati dacd a = b.
R. Presupunem a < b. Atunci prima inegalitate devine

2ab
a= o 7 sau a(a + b) < 2ab sau incd a® < ab sau in fine a(a — b) < 0, ceea ce

este evident. Are loc egalitate (a # 0) dacd a — b = 0, adicd pentru a = b.

az-cil-bb < V/ab sau inci 2v/ab < a + b sau

(va - \/5)2 > 0, adevirat, fiind patratul unui numér real.
Avem egalitate daci /a — Vb = 0, ceea ce di a = b.

b
Inegalitatea vab < g se rescrie echivalent (v/a — VD)2 > 0, ceea ce este ade-
viirat. Avem egalitate in inegalitate daci 1/a — v/b = 0, adics daci a = b.

b [a® + b2 e ;
Inegalitatea a-2}- - e ; prin ridicare la patrat se rescrie echivalent

2 2
(a ;— b)2 < a ‘2|"b sau incd a? + b% — 2ab > 0, adici (a — b)? > 0, evident, fiind

patratul unui numar real. Se obtine egalitate in inegalitate dacd in ultima inega-

litate avem egalitate, adicd dacd a — b =0 sau a = b.
2. 12

A doua inegalitate se rescrie

In fine, inegalitatea
a? +b?

< b prin ridicare la patrat se scrie echivalent

< b sau a? < b%sau (a—b)(a+b) <0sau(a+b>0)a—b<0, ceea ce
este adevdrat. Avem egalitate in inegalitate dacd a = b.

Cazul a > b se abordeazd aseméanétor.

Observatii. 1) Pentru a,b.> 0 se noteaza:

H(a,b) = Fren media armonicad a numerelor a, b;

A

G(a,b) = Vab, media geometrici a numerelor a, b;



GEOMETRIE

1. VECTORI IN PLAN

1.1. Chestiuni teoretice

Definitie. O pereche ordonats (4, B), A, B € P se numeste segment orientat
sau vector legat (de A). Se noteazi Jﬁ si are reprezentarea. '/173
A se numeste originea, iar B extremitatea vectorului legat AB. *7

Prin modulul vectorului AB se intelege lungimea segmentului [AB]. Se noteaza
modulul lui AB prin |ATZ3)|

Definitie. Se numegte vector liber, multimea tuturor vectorilor legati care au: |
aceeasi directie, acelasi sens si acelagi modul.

JEy a
Notatie. AB, @, ..., iar reprezentarea este: /%/

Observatie. Orice vector liber este caracterizat de: directie, sens si modul.
Definitie. Doi vectori legati E , CD se numesc echipolenti daci au: 1) aceeasi
directie; 2) acelasi sens; 3) acelagi modul.
Notatie. Daci A ,5—3 sunt vectori echipolenti, notdm aceasta prin Z_B) ~ @
Adunarea vectorilor.
Pentru a aduna doi sau mai multi vectori liberi, se aleg convenabil reprezentanti
ai acestora.
Se poate realiza adunarea a doi vectori dupa:

1) regula triunghiului 2) regula paralelogramului

B c Cr—=———- /S

’
’

4" B BTEAC 5 ’ ABvAC-AS
Adunarea a n vectori se face dupi regula poligonului. B 5
ﬁ = E . B? + Cﬁ s ﬁ :

Inmultirea unui vector cu un scalar

Definitie. Fiea#0siae V,a #0.

Produsul dintre numairul real (scalarul) « si vectorul @
este vectorul notat a@, avand:

1) aceeasi directie cu @; -2) acelasi sens cu @, dacd o > 0 si sens contrar lui
@, dacd a < 0; 3) modulul alal.

Daci a =0saud =0, atunci -@ = 0. ‘

Definitie. Doi vectori nenuli se numesc coliniari, daci au aceeasi directie. In
caz contrar, vectorii se numesc necoliniari.

(ool

D
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Teoreme de caracterizare a vectorilor coliniari

1. Vectorii @,b € V, @,b # 0.sunt coliniari & Ja € R*, astfel incat @ = ab.

2. Punctele A, B, C sunt coliniare < oricare doi dintre vectorii AB, AC, BC sunt
coliniari.

3. Dreptele AB, C'D sunt paralele < AB, CD sunt coliniari.

Descompunerea unui vector dupi doui directii date

Fie d;, dy doud drepte concurente in O §i @ un vector
liber. Fie OA € a. Pentru a realiza descompunerea
vectorului @ dupd directiile dy, d», se duc prin A
paralele la dreptele d; si respectiv dg, care le taie in
{h_;i ﬂectiv A;. Atunci @i = 0A; + OA,, iar
OA;, OA; se numesc componentele vectorului OA.
Bazi. Cuplul (@,d) format din vectorii nenuli @, b si necoliniari, se numeste bazi
= V (multimea vectorilor liberi din plan).

Teoremd. Orice vector nenul T din V se exprima in mod unic in functie de vec-
sorii bazei, T = aa + fb.

Numerele a, 3 se numesc coordonatele vectorului T in baza (@, b). Se noteaza
== (0,0).

Punctul care imparte un segment intr-un raport dat

Fie M ¢ [AB], 24

= k, iar O un punct (pol) in plan. Atunci:

' MB
£ OA+kOB Sl e s
OM = -—1'+k—, AM = MB, OM = 5(0A+OB)
A A
3 M

1.2. Enunturile problemelor
1. Adunarea vectorilor

1. Fie ABCD un paralelogram, iar O punctul de intersectie al diagonalelor. Ara-
tati ¢ OA+ OB+ 0C +0D = 0.

2. Fie ABC un triunghi, iar M, N, P, mijloacele laturilor [AB], [BC] si respectiv
[AC]. Calculati sumele: MN + BM, MN + NP, AM + AP, CN + CP in functie
de AB si AC si determinati punctele @ si R, pentru care MB + MN = MQ si
PN + PC = PR. Aratati ci QR = MP.

3. Fie ABCD, AB'CD' doua paralelograme, cu diagonala [AC] comuns.

Arstati cd BB'DD’ este paralelogram.
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4. Fie ABCD un paralelogram iar S un punct in interiorul siu, prin care se duc
paralele la laturile paralelogramului. Not&m cu M, N, P, @ punctele din intersectie
ale paralelelor cu laturile paralelogramului (M € [AB], N € [BC], P € [CD],
Q € [AD]). Aratati ci MQ + QP = BC.

5. Fie ABCDE un pentagon convex, iar O un punct in planul siu. Aritati ci:
1) AD+BE + CA=BD +CE;2) OE + BC + DB + AD = 4E + OC;
3)AE+OB=AB+0E;4) AE+BO+CD+0C +DA+EB=0.

6. Vectorii AB, AC au modulele AB = AC = 1, iar m(BAC) = 900, Determ1na§1
modulul vectorului AB + AC.

2. Inmultirea unui vector cu un scalar

1. Fie ABC un triunghi, iar M, N, P mijloacele laturilor [BC], [AC] si respectiv
[AB]. Aritatica: 1) AM = -;—(;4.1?+ AC); 2) AM + BN + CP = 0.

2. Se considers pitratul ABCD, de latura 1.

1) Precizati punctele E, F, G pentru care BE = lﬁ DF = 2DC, DG = -DA.

2) Aritati ci AG4 GF + FB = AC + CF + EB + FE.
3) Determinati /xﬁodulele vectorilor AB + BE, AB + CF.
3. Fie ABC un triunghi. Detefminagi punctul D, pentru care
2DA+3DB -5DC = 0.
4. Fie A, B, C trei puncte in planul Psif:P-oV, f(M)=aMA+bMB+cMC,
a,beR, M eP.

1) Pentru a = 2, b = 3, ¢ = -5, aratati cd f(M) nu depinde de M.
2) f(M)=f(M')=a+b+c=0.
5. Fie ABC un trlunghl S& se construiascd punctele M, N, P, Q, R, astfel incat

MB = 1BC NC = —BC’ CP = 2BC, QC = —2QA, AR = 2RB. Si se arate

ciMR+RC’+C’P+PQ+QB MA+4N+NQ+QB.

6. Fie ABC un triunghi si punctele M, N, P, pentru care AB = 3AM € =3CE
CA = 3CN. Demonstrati ci MP = 2MN.

7. Ardtati cd, in orice patrulater convex, mijloacele a dou laturi opuse §i mijloa-
cele diagonalelor sunt varfurlle unui paralelogram (dati solutie sintetic si vectori-
ald).

QD

8. Se consider triunghiul ABC si M € (AB), astfel incat AM = —AB Pa.ralela

dusa prin M la BC, taie pe AC in N. Exprimati pe AN in functle de AC, iar pe
MN in functie de CB.

9. Fie ABCD un trapez (AB||CD), iar M, N, P, Q mijloacele segmen’celor [AD],
[BG‘] [AC] si respectiv [BD].
|
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Aritati & 1) TN = %(Em‘o‘); 2) PQ = %(E-D‘E).
10. Fie ABCD un patrulater, in care M, N, P, @ sunt mijloacele laturilor [AB],
[BC], [CD], [DA]. Sa se arate ci:

S e =
1) TP = %(AD +BC), QN = (4B + DC); 2) MP +QN = AC.
11. Consideram triunghiul ABC. Aridtati ci nu existd punctul M, pentru care
2MC + MA-3MB = AC.

3. Descompunerea unui vector dupi doui directii date

1. In triunghiul ABC, fie A', B',C' mijloacele laturilor [BC], [AC],[AB]. Expri-
mati vectorii AA’, BB’,CC" in functie de vectorii AB si AC.

2. Fie triunghiul ABC si punctele M € [AB], N € [BC], P € [AN], astfel incat
=

Ry 2 BN 3 . AP
W5~ 3 NC T I'PN T 3 Exprimati vectorii AN, MN, AP i in functie de

vectorii AB, AC.

3. Se considerd patratul ABCD si punctele M € [AB], N € [BC], P € [CD],
AM 1 BN R O1 pg-l] s
Q € [AD], astfel incat ——= WE -3 NO S D= 5 EZ e Exprimati

vectorii MN, NP, PQ, QM, MP, NQ in functie de vectorii AB, BC.
4. Pe latura [AB] si diagonala [AC] ale paralelogramului ABCD se iau punctele
M si respectiv N, astfel incat AM = mAB, AN = nAC. Exprimati vectorii M N

si M D in functie de vectorii AD si AB. Caz particular, m = =, n = 5 Arstati,

5
in acest caz, cd M N = %MD

o ; : b ]
5. Fie triunghiul ABC si punctele D € [BC], M € [AD], astfel incat 0 = 3
ffé = 2. 1) Determinati o, 8 € R, pentru care AM + BM +CM = aAB +BAC.

2) Daci O este un punct oarecare din plan, scrieti vectorul OM in functie de

vectorii OA,0B,0C.

4. Coliniaritatea a doi vectori. Paralelismul a doui drepte

1. Fie ABC un triunghi in care prelungim latura [BC] cu segmentul CD = %BC’

B
si latura [BA] cu segmentul AE = %— Dacéd O este punctul de intersectie al

dreptelor AD si CE, ardtati cd O este mijlocul segmentului [AD].
2. Se considerd triunghiul ABC si M, N, P, astfel incAt AM = ;A_E,

AC
BC -

Q]

BN = CP. Arstati ci:

1o
—2 3
1) MN BA, NP = -Q-W —~BA4; 2) M, N, P sunt coliniare.

loll-—a
wlv-' I

205



3. In paralelogramul ABCD, se consider3 punctele E, F pe [AD] si respectiy

ST PE] o F LEas e A
[CD], astfel incat AE = ED si %D— = % Arstati cd vectorii 2CE + AF si AB
sunt coliniari. :

4. Fie ABCDE pentagonul convex, pentru care P, S, Q, T, M, N sunt mijloacele
segmentelor [AB], [BC], [CD], [DE], [PQ] si respectiv [T'S]. Aritati ci M N||AE.
5. Pe laturile [AB] si [AC] (sau pe prelungirile lor) ale triunghiului ABC se iau
punctele M si N, astfel ca BM = CN. Fie Q mijlocul lui [M N], iar iar R mijlocul
lui [BC]. S& se arate ci QR este paralels cu bisectoarea unghiului BAC.

6. Fie triunghiul ABC, D € (AB), E € (AC), astfel incat A—D = —f—l—g ! Daca

T8 o
M este mijlocul laturii [BC], iar {O} = CD N BE, s se arate ci:

1) DE||BC si BC = 3DE; 2) Punctele A,0, M sunt coliniare.
7. Fie ABC un triunghi si M N, P puncte pe laturile [AB],[AC] si respec-

tiv [BC], astfel incat MA = —-?;MB NC = ——gNA O = ?)-PB Aratati ca
punctele M, N, P sunt coliniare.

8. Pe latura [AB] si diagonala [AC] ale paralelogramului ABCD se iau punctele
M si N, astfel incat AM = %ZF, AN = iﬁ Arétati cd punctele M, N, D
sunt coliniare.

9. Fie ABCD un paralelogram. Definim punctele E si F prin AE = gﬁ,
AF = 3AD. S3 se arate cd punctele C, E, F sunt coliniare.

10. Fie M, N, P, Q, R si S mijloacele segmentelor [AB], [BC], [CD], [M P, [AQ)]
si [RN]. Aritati cd punctele D, @, S sunt coliniare.

Teste de evaluare

Testul 1. :

1. Fie triunghiul ABC si punctele M, N, P, astfel incat AB = 3AM, BC = 3CP,
CA =3CN. Arstati ci MP = 2MN , exprimand vectorii in functie de AB si AC.

2. Aritati ca dacd ABCD este paralelogram de centru O, atunci
MA+MB+MC+ MD =4MO,V M.

3. Vectorii GM,GN si GP au acelagi modul, iar suma lor este zero, (G, M, N
P fiind distincte). Aratati ci G este centrul de greutate al triunghiului.

i

4. Fie P un punct interior triunghiului echilateral de centru O. Dacs P;, P, Ps

sunt proiectiile lui P pe laturile triunghiului, atunci PP; + PP, + PP; = 5%
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Testul 2.
1. Fie' A, B, C, D patru puncte distincte, iar M, N mijloacele segmentelor [AB]
si [CD]. S& se arate c& MN = (AD + BC).

2. Fie paralelogramul ABCD si punctele E € [AD], AE = ED, S € [BC],
sl e (D, DR -

1
be. 3 1 DT H
AD si apoi deduceti cd BE||RS.
3. Fie ABCDEF hexagonul regulat inscris in cercul de centru O.
S3 se arate ci AB + AC + AD + AE + AF = 6AO.
4. Sa se arate cd Intr-un triunghi echilateral ABC, inscris in cercul de centru O,
avem AB + AC = 340.

Exprimati vectorii BE, RS in functie de AB si

1.3. Rezolvirile problemelor

1. Adunarea vectorilor

1. Avem —O—Z = —0C, OB = —0D, care se aduni si dau relatia dati.’

2. TN = 77 B = - 4B. 4

Deci MN +‘PT_ -~ —(AC ABY NP= -——AB si ’
W+‘Nﬁ_1(Ac AB); C’N——C’B_ 7

:-;—(E—AC), CN+CP=§AB—AC. B 5
Construim paralelogramul BM N@, in care \A/
M@ = MB + MN. Analog, construim paralelogra- 0 e
mul NPCR, in care PR = PN + PC.

D OE O NE =B e PO %(—E+E)= %m;—Mp.

3. Patrulaterul ABCD este paralelogram daci gi numai daci

MA+ MC = MB + MD, VM. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor.
e —21-(MA +TIC) si 710 = %(MB' + 7D). De aici, 7B + 3D =
= MB' + MD!, ceea ce aratd ci AB'CD' este paralelogram. Altfel, din
AD + AB = AC = AB' + AD' rezultd AB — AB' = AD' — AD & BB’ = DD'.
Laturile [BB'], [DD'] fiind paralele si egale, deducem BB'DD’ paralelogram.
4 MG+ QF = MP = BC.
1) Avem AD = AB + BD, BE = BA+ AE, CA = CB + BA, care adunate

dau AD+BE+CA=(AB+BA)+BD+AE+CB+BA=0+BD +CE;

2) Avem: OF = OC+CE, AD+DB+BC = AC, pe care le adunim si dau relatia
dorits, deoarece OE + AC = OC; 3) OE = OB + BE AE = AB +BE si relat;la

se verifici; 4) AE + EB + BO + OC + CD + DA =0, dup4 regula poligonului.
6. AB + AC = AD, astfel incat ABDC este dreptunghi |AB + AC| = V2.

207



