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ALGEBRA

1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
$I TEORIA MULTIMILOR

1.1. Chestiuni teoretice
1.1.1. Elemente de calculul propoziliilor

Logica clasicS, a propoziliilor are la bazl trei principii:
1) principiul terlului exclus - o propozi{ie nu poate fi decat fie adev5ratx,

fie fals5.

2) principiul nonconcordanlei - o propozilie nu poate fi in acelaqi timp
adevdratS qi fals5.

3) principiul identitdtii - o propozi{ie iqi pdstreazd valoarea sa de adevrr.
Logica matematicd studiazf propoziliile doar din punct de vedere al valorii lor de
adevdr.

Defini{ii. 1) Se numegte alfabet, o mullime de semne. ,

2) Se numeqte enun!, orice succesiune de semne dintr-un alfabet.
3) Se numeqte propozitie, un enun{ care este fie adevdrat, fie fals.

Propozitiile se noteazX cu litere rnici: p, e,r,. ..
4) Se numegte valoare de adevS.r a unei propozilii, proprietatea aces-

teia de a fi adev5.rat5. sau falsX.
Valoarea de adevdr a unei propozitii se noteaz6 o(p)

, \ ( 1, dacap este adevS"ratS
u\P) = [ o, au.a p este falsd

5) Se numeqte predicat (sau propozilie cu variabile), un enun! care
contine una sau mai rnulte variabile, cS,rora atribuindu-le valori, ob{inem propoz-
i{ii adevirate sau false.

Multimea elementelor pentru care obtinem propozilii adevlrate se numegte mullimea
de adevir a predicatului.

Cuantificatorul existenlial. Propozilia existenlial5. Cuantificator uni-
versal. Propozi{ie universalS..

Fie p(r) un predicat,unar, tr e X, X + 0.

Definitie. 1) Propozilia ,,existd cel pulin un r, astfel inc0t p(r)" se numeqte
propozitie existentialS asociatd predicatului p(r).

Notatie. (1r)p(n) (citim: existS, c din X, astfel incAt p(r)).
Simbolul ,,3 " se citegte: existi qi se numeqte cuantificator existen[ial.
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Valoare de adevlr. Propozitia (lr)p(r) este adev5.ratd dacl exist5 cel pulin
un rs din X, astfel incAt propozitia p(rs) sd fie adevSratS.

Propozilia (lr)p(r) este falsd dacd nu existd nici un rs din X, astfel incAt p(rs)
s5 fie adev5,rat5.

2) Propozilia ,,oricare ar fi u din X, areloc p(n)" se numeqte propozilie universald,
asociatd predicatului p(r). 

,

Notatie. (V n)p(r) (citim: oricare ar fi r din X, are loc p(u)).
Simbolul ,,V " se citeqte oricare ar fi gi se numegte cuantificator universal.
Valoarea de adevdr. Propozi{ia (Vz)p(r) este adevS.ratd dacd pentru orice
re din X propozilia p(ro) este adevdratS,. Propozilia (Vr)p(c) este falsd dacfl
existS cel pu{in un cs din X pentru care p(re) este falsd,.

No{iunea de mullime

Multrimea este o noliune primarS, care nu se defineqte. Convenim sX inlelegem prin
mul{ime o coleclie de obiecte cu proprietatea c5, despre un anume obiect se poate
spune cu certitudine dac5 este sau nu in colectie gi in plus, ln colec{ie elementele
nu se pot repeta. Obiectele colecliei le numim elemente. O mullime se descrie
punAnd lntre paranteze acolade elementele ei, desp5,r{ite prin virgul5. Vom nota
mul{imile cu litere mari A,8,...,X,..., iar elementele multimilor cu litere mici
arbr " "
Faptul cd elementul a se afl5 in multimea ,4 il not5m a € A (citim: o apar{ine
mul{imii A). Dacd elementul b nu apar{ine mul(imii A, atunci vom nota aceasta
prin b f A (citim: elementul b nu aparline multimii A).
O mul{ime poate fi descrisS, fie enurnerdnd elementele sale (A: {a,b,c}), fie
printr-o proprietate caracteristicd pe care o au elementele sale

(A: {r eZl n =2h, h e%}).
O multime special5 este multimea fdrd nici un element, numitd multirnea vidd
qi notatd cu 0.

Definitie. Multimea A este o submultime a multrimii X, dac5, orice element

din .4 este element qi pentru X.
Notatie. A C X gi citim: ,,multrimea L este inclusd in X".

Proprietd{i ale incluziunii mullimilor

1) Reflexivitatea. A c A,Y A.
2) Antisimetria. Dac5, A c B qi B c A, atunci A: B.
3) Tlanzitivitatea. Dacd ,4 C B gi B C C, atunci A c C.

Diagrama Venn-Euler Dd o reprezentare graficd a unei mullimi. Este o Iinie
simplf inchisf (cerc, oval sau dreptunghi) in interiorul cXreia se scriu elementele

mullimii (dacd aceasta este finit5).
ir, .arrrl mullimilor infinite, se considerd c5, elementele lor sunt punctele planului
delimitat de linia inchis5.
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Operatii logice elementare

Definitii. 1) Negatia a) Fie p o propozi{ie. Nega{ia propoziliei p este propozi{ia
B, avAnd tabelul de adevdr:
Complementara mul{imii L in raport cu mullimea X este
multrimea CyA : {rlr e X gi r ( A}.
b) p propozi{ie care conlin cuantificatori. Atunci B se obqine din
p inlocuind ,,Vtt cu ,r1 ", ,ri" cu ,,V,, Cip(r) cuB@).

2) Conjunctia propoziliilor p,q este propozilia p Aq,
avAnd tabelul de adev5r aliturat.
Intersec{ia mul{imilor ,4, B este mul{imea
AnB-{rl(r€A)^(neB)}

3) Disjunc{ia propozi{iilor p,q este propozi{ia p y 
Q,

avAnd tabelul de adevdr alSturat.
Reuniunea mullimilor A, B este mullimea
AUB:{rl(r€,4)v(reB)}

4) Implicatia propozi{iilor p, q este propozitia p -+ q

(unde p este ipoteza, iar q este concluzia), avAnd tabelul de
adevd,r al5turat.
Fie.4, B multimi. Atunci:
A c B dacd Vz € .4, atunci r e B.

5) Echivalen{a propozi{iilor p, q este propozi{ia p e e,
avdnd tabelul de adevdr:
Fie A, B mullimi. Atunci:
A:B <+(Ac BgiBcA).

6) Legile lui De Morgan. 1) pW=F A4;
2) eTq=pVq, Vp,q propozilii.
1') q(,4 u B) : t.t nCa;
2') C(A n B) : CA u Ca, Y A, B mul(imi.

Multimi finite, infinite, mirginite

Defini{ie. 1) O multime este finitd, dacd are n elemente, n € N.
2) O multime este infinit5., dac5 nu este finitb,.
3) O mul{ime A C IR se numeqte m5rginiti, dacd existl numerele
astfel incA,t m I r 1 M, V r € A.
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Reguli de num5rar" -

Fie A o mul{ime finit5. Notdm prin n,(,4), numS,rul de elemente ale multimii 1..

Regula sumei. 1) DacX A, B sunt mullimi finite, disjuncte (A fl B = 0), atunci

n(Au B) = n(A) + n(B).

2) Dac5, A, B sunt mullimi finite, atunci: n(AU B) = n(A) + n(B) - n(An B)

(principiul includerii gi excluderii)

n(Ain Ai n A.e)- .. . +

3) Dacd At, Ail. . . , An sunt multimi finite,

kSn
n((-) ,q) =in1on1- ti=t -t--t L<i<iSn

Itimi finite, atunci

n(Ain A) + t
t<i<j<

*(-t)'t+trrlnT=rA).
(principiul includerii 9i excluderii)

Regula produsului. 1) Fie A,B # 0, mullimi finite. Atunci produsul cartezian

al mullimilor A, B,in aceastS, ordine este multrimea Ax B = {(a' b)la € A qi b € B}.
in acest caz, n(A x B) - n(A)'n(B).
2) Dacl Ar * 0, i, =Ti. atunci
At\ Az x... x 4n= {(at,Q2,...tan)l at € Ai, i' =Irz} Ci

n(A1x Az x ... x 4,,) = n(Ar)n(Az)...r(A").
Metode de demonstralie: 1) metoda reducerii la absurd; 2) metoda inductiei

matematice.

Metoda reducerii la absurd are la bazd echivalenla (p + q) <+ (? =+ p-)'

Se neag[ concluzia gi se ajunge s5, se contraaicl ipoteza sau alt rezullat adev6rat.

Metoda inducliei matematice are la baz|, unul din urmdtoarele principii:

Principiul inducliei matematice. 1. Propozitia p(rz) este adevfratd pentru

orice num5r natural n ) m (rn G N, rn fixat) dac5, sunt verificate urmltoarele

doud conditii:
1) Propozitia p(n) este adev5ratd pentru n = rrl
2) Din presupunere a cd, p(n) este verificat5 pentru n = ls, k 2 m, rezultS c5, este

adev5ratd qi pentru n = k + l.
2. Propozi{ia p(n ) este adevdratd pentru orice n 2 m (m € N, rn fixat) , dacd sunt

indeplinite conditiile:
1) Propozi{iap(n) este adevdratd pentru n=n1 gi n = m*L.
2) Din presupunerea c5p(n) este adevdratdpentru n= k- 19i n' = k (k> m),

rezultd p(n) este adevXratd pentru n = k + I'
Partea intreag5. qi partea fractionari a unui numdr

Definidie. Fie a € IR. se numeqte partea tntreag[ a numxrului a, notat cu

[a], cel mai mare intreg mai mic sau egal cu a.

Deci, [a] e V' gi lal < o < [a] + 1.

Se numeqte parte fraclionard a numXrului a, numdrul notat {a}, diferenla



i<&(n

de elemente ale mul[imii ,4.
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la absurd; 2) metoda inductiei
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tsza sau alt rezultat adevdrat.

din urmdtoarele principii:

tia p(n) este adev5rat6 pentru
rc5, sunt verificate urmdtoarele

L n : ls, k ) m, rezultd ci este

m (m e N, rn fixat), dacd sunt

n=m*1.

num[r
agd a numdrului c, notat cu

, numdrul notat {a}, diferenla

dintre a gi partea sa intreagS.
Deci, {a} =a-lal.
Proprietdti. 1. s e fm,m*t),me ZHlr]=*.

2. r,U e fm,m*1), m e Z,e [r]: [y].
3. [r] =nereZ;{r} =0<}neZ.
4. lm+ r)= m*lr), {r + m} = {m}, Vr € lR, Vm eZ.

Inegalit5{i clasice remarcabile

l. Inegalitatea mediilor
S5 se arate cd pentru orice o, b > 0 au loc inegalitilile

'- a Jffi <a*b a ,ffimin(o,a) Sf r_. z _lT(max(a,l,).
-+-ab

Avem egalitate in inegalitSti dac[ o = b.

R. Presupunem a S b. Atunci prima inegalitate devine
2ab

a <.::": sau a(a + b) < 2ab sau incS a2 ( ab sau in fine a(a - b) ( 0, ceea ce- a*b
este evident. Are loc egalitate (" * 0) dacd a - b = 0, adicd pentru a = b.

A doua inegalitate se rescrie y < r/fr "uuincl"2t/ab( 
a * b saua*b -

(tfr - t/q' > 0, aclevdrat, fiind pStratul unui num5r real.

Avem egalitate dacd ,fr,- ,/b: 0, ceea ce dd o = b.

Inegalitatea tffi S ry *rescrie echivalent G/A - ,fU)' >0, ceea ce este ade-

vd,rat. Avem egalitate in inegalitate dac5, tft - t/6 = 0, adicd dacl a = b.

Inesaritatea 
a*b a r-o2 +b'

- Z - ,l 

- 

prin ridicare la pdtrat se rescrie echivalent

.a-1 b," , a2 +b2(- i -)'( - : - sauincS, az +b2 -2ab2 0, adic5, ("-b)') 0, evident, fiind'2 2 -
pdtratul unui num5r real. Se ob{ine egalitate in inegalitate dacf in ultima inega-

Iitate avem egalitate, adicd dacd a - b :0 sau a = b.

in fine, inegalitatea ,rc ( b prin ridicare la pdtrat se scrie echivalent

t+( b2 sau az <bz sau (o-b)(o+b) S0sau (a+b> 0) a-bl-0, ceeace2-
este adevd,rat. Avem egalitate in inegalitate dacd o = b.

Car.;.:] a ) b se abordeazd asemdn5tor.

Observatii. L) Pentru a,b.> 0 se noteazS:
t

H(a,b) = Tj-T,media armonicd a numerelor a,b;

-r-a'b
G(a,b) - ",/4, 

media geometricd a numerelor a, b;



GEOMETRIE

1. vECTORI ix pr,ax
1-.1. Chestiuni teoretice

Definitie. o pereche ordonatd (A,B)4,8 eP se numegte segment orientat
sau vector legat (de A). Se noteazd AB qi are reprezentarea. 2,
A se numegte originea, iar B.extremitatea vectorului legat A?. { D

Prin modulelrvectorului AB se inlelege lungimea segmentului [,aB]. se noteazi
modulul ld AB prin lABl.
Deffnitie. Se numeqte vector liber, mul{imea tuturor vectorilor lega{i care au:
aceeagi directie, acelagi sens qi acelagi modul.

Notalie. TErA,..., iar reprezentarea este: 
+

Observa{ie. Orice vector liberpsteparacterizat?e: direc{ie, sens qi modul.
Deffnitie. Doi vectori legatti AB,cb se numesc echipolenli dacd au: 1) aceeaqi
directie; 2) acelagi sens; 3) acelaqi modul.
Notalie. Dacl"fr dD sunt vectori echipolen{i, notdm aceasta prin Z? - Cl.
Adunarea vectorilor.
Pentru a aduna doi sau mai multri vectori liberi, se aleg convenabil reprezentanli
ai acestora.
Se poate realiza adunarea a doi vectori dupd:

2) regula paralelogramului

,; ts.1i43
Ad$narea a n vectori se face {upb regula poligonuliri.JJJ^

AE-AB+BC+Cb+nE.
Inmultirea unui vector cu un scalar
Definitie. Fie a l0 qi d € V, a *0.
Produsul dinlre numirul real (scalarul) o gi vectorul d
este vectorul notat ad, avAnd:
1) aceeagi direc{ie cu d; '2) acelaqi sens cu d, d.acd" o ) 0 gi sens contrar lui
d, dacd a ( 0; 3) modulul olol.
Dacd o = 0 sau A : 0, atunci a.d= 0.
Definilie. Doi vectori nenuli se numesc coliniari, dacd au aceeaqi direclie. in
caz contrar, vectorii se numesc necoliniari,

1) regula triunghiului
C-'-'-----tS

202
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-
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Teoreme de caracterizare a vectorilor coliniari
l. !'ectorii d,,6 eV,d,b +O sunt coliniari <+ f o € lR*, astfel incAt d = o5.

2. Punctele A, B, C sunt coliniare <+ oricare doi dintre vectorii 8,re, EZ sunt

coliniari.
3. Dreptele AB , C D sunt paralele # TE , dD sunt coliniari.

Descornpunerea unui vector dupi doui direc{ii date
ts Fie d4, d'2 do:u6" drepte concurente in O qi d un vector- -----+

liber. Fie OA e a. Pentru a realiza descompunerea

vectorului a dupd, directiile dt, dz, se duc prin A
paralele la dreptele d1 qi respectiv d2, care le taie in
42 gi respectiv ,,11. Atunci Otr. = OTt + OTrrgr,
On, OB se numesc componentele vectorului 07.

OA+ kOBoM: 1*1t ;

Bazd. Cuplul (a,6) format din vectorii nenuli d, 6 gi necoliniari, se numeqte bazd

h V (mulqimea vectorilor liberi din plan).

Teorerni. Orice vector nenul d din V se exprimd in mod unic in functie de vec-

mrii bazei, E -- aa + Pb.

fumerele a,B se numesc coordonatele vectorului z, in baza 1a,a). Se noteazl

z = (a,0).
Punctul care imparte un segment intr-un raport dat

Eie M e lABl, # = Ic, iar O un punct (pol) in plan. Atunci:
'!_

AM = MB, OM = ;(OA+ OB)

1.2. Enun{urile problemelor
1. Adunarea vectorilor

l. Fie ABCD un paralelogram, iar o punctul de intersectie al diagonalelor. Ar5-

tali cd OA +68 +@ +OD =O.
2. Fie ABC tntriunghi, iar M, N, P, mijloacele laturilor lABl,lBC) qi respectiv

[AC]. Calculali sumele: W +Et f ,MN + t't p ,MI +TP ,N +eP in funclie

deTE qiff gi determinali punctele I qi E, pentru careM-B +Tm :MQ qi

PlV + Pe =FR. Ardtagi ceQR =MP.
3. Fie ABCD, AB'CDt doud paralelograme, cu diagonala [AC] comunS.

Ardta{i c5, BB'DD' este paralelogram.
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4. Fie ABCD un paralelogram iar s un punct in interiorul s5u, prin care se duc
paralele la laturile paralelogramului. Notdm cu M, N,P, Q punctele din intersec{ie
ale paralelelor cu laturile paralelogramului (M e lABl,lf e [BC], p e lCDl,
Q elADl). Ardta{i cF,MQ +QP =Ee .

5. Fie ABCDE un pentagon convex, iar o un punct in planul sdu. Ardtali cr:
D M +m IeA :ED +dE; 2) 6E +Ee +DE +TD =TE +Oe ;

s)M +m =TE +dE; qm +m +e-D +de +DA+EE =O.
6. Vectorii M,re au modulele AB = 4g: 1, iar rrr167d-1= 900. Determinali
modulul vectorului M +M.
2. inrnul{irea unui vector cu un scalar

L. Fie ABC un triunghi, iar,M,ly',P mijloacele laturilor [BCl,lAC] gi respectiv

[.48]. Arsta{i cd: 1) TM = lr* +M); 2) m + BIV +eP :O.
2. Se considerd pdtratul ABC D, de laturd 1.

1) Precizali punctele E, F, G pentru careEE = Im ,DF - 2m ,m = -DA.
2) Ardtali ceM+dF +fr =M +eT +TB +FE.
3) Determinali modulele vectorilor M +BE,TE +eF.
3. Fie ABC fit triunghi. Determinali punctul D, pentru care

zDA + JD-B - tDe =O.
4. Fie A, B, C trei puncte in planul P gi f : P -+ V,7(U) = aM-n +UlrfE +cMe ,

a,b€IR,MeP.
1) Pentru a = 2, b = 3, c= -5, ardtati ca f(lul)nu depinde de M.
2)M=j@1<+o+b+c=0.
5. Fie ABC un triunghi. Sd se construiascd punctele M , N, P, Q, R, astfel incAt'r__t.--:
MB =;BC, NC = iBC,eP =z=Ee ,Qe - -2M,M.:2m. 36 se arare

cl,ME+ffi +eF +N +W =MA+ZM+ NQ +@.
6. Fie ABCuntriunghiqipunctele M,N,P,pentru carcM =3M,ffi =BdF,
eA = 3C N-. Demonstrati cd"MP = 2MN .

7. ArStati cd,, in orice patrulater convex, mijloacele a doub laturi opuse gi mijloa-
cele diagonalelor sunt vArfurile unui paralelogram (da{i solulie sinteticb gi vectori-
al5).

8. se considerd triunghiul ABC qi M € (AB), astfel incdtM =lZd. paralela

dusd prin M la BC, taie pe AC in l/. Exprima\i pe 7N in func{ie de M,iar pe
MN- in funclie deeE.
9.,Qe-4BCD un trapez (ABllcD),iat M, N, p, Q mijloacele segmentelor [,4D],
lBgl,lACl qi respectiv [BD].
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r interiorul sdu, prin care se duc
', y, P,Q punctele din intersec{ie

=IABI,Ne[BC),pe[cD],

runct in planul sdu. Ardtati cE:

U*tn =TE +Oe;
)C- +DA +m =d.
w m(Ek1= 9oo. Determina{i

aturilor IB C], [AC]gi respectiv
+ BIV +eP =O.

B-e ,m -2m,M = _76.
-FE.
+m.
lentru care

JUUI): atulA+bME*cMe 
,

depinde de M.

e M , N , P, e, R, astfel incAt

1.1', AH = 2RB. Sd se arate
7+@.
are7E=BM,Ej=f,ep,

r doul laturi opuse gi mijloa_
rti solu(ie sintetich qi vector!

1
incdt AM = ;.M.paralela
l,T in funclieie E, iar pe

nijloacele segmentelor 
[,4DJ,

-
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.{rdra!i cE": L) MN:if* + DC-);2)PQ =}r-* -Dq.
10. Fie ABCD un patrulater, in care M, N, P, Q sunt mijloacele laturilor [AB],'.BCl,lCDl, 

[DA]. Se se arate c5:
1- 1_

r) IVP: 
;(AD + BC), QN : |@a + DC); 2)NtP +QN =M.

11. ConsiderSm triunghiul ABC. Ardtali c5, nu existd punctul M, pentm care
2MC- +W,-SME =M.
3. Descompunerea unui vector dup5 dou5' direclii date

f . in triunghiul ABC, fie At,B',C' mijloacele laturilor lBCl,lACl,[AB]. Expri-
ma(i vectoriiTn,EF,ffi in funclie de vectorii TE giE.
2. Fie triunghiul ABC gi punctele M elABl, N e [BC], P e [AI{], astfel incdt
:1,M 2BN 3AP 1-
ItB = i, Um = A, pw = j. ExRrimati vectorii AN,MN,AP in functie de

vectorii M,re.
3. Se considerdpStratul ABCD gi punctele M e IAB), N e [BC], P eICDI,

Q € lADl, astfel incat 
AM 

-- 1. Brf : 2. CP 
= !. 

DQ 
= 

't

' MB - j' ,l/c - z, FD = ,, m = :' Exprimati

vectorii MN,NP,re,qM,MF,NQ in func{ie de vectorii TB,m.
4. Pe latura [,aB] qi diagonala lACl a\e paralelogramului ABCD se iau punctele
M gi respectiv lf , astfel incAt IM - mTB, ZF = nM. Exprimali vectorii-MF
qiTliD in funclie de vectorii TD giTB. Cazparticular, *:I," = *. Ardta[i,

in acest caz, cEMN :inn.
5. Fie triunghiul ABC gi punctele D e lBCl, M e lADl, astfel inc6,t H =;,
AM
ffi : 2. 1) Determinati o, d e R, pentru care AM + BM + C M : aAB + PAC.
2) Dacd O este un punct oarecare din plan, scrie{i vectorul dM in func[ie de

vectorii m,OiE,Oe .

4. Coliniaritatea a doi vectori. Paralelismul a dou5. drepte

1. Fie ABC untriunghi in care prelungim latura [BCj cu segmentul CO =lAC
qi latura [BA] cu segmentul AE = ff. Or"XO este punctul de intersec{ie al

dreptelor AD giCE, arSta{i cd O este mijlocul segmentului [,4D].

2, Se considerd triunghiul ABC gi M, N,
l_ _

BIy' = ;BC, AC : CP. Ar'5ta!i c5:

1_ 1__ 3_
r) MN : ;BC - iBA,.ty'P = ;BC - BA;

P, astfel inc6i TM = 'rm,

2) M, N, P sunt coliniare.



3. In paralelogramul ABCD, se_cjrnsiderd punctele E, F pe [,aD] qi respectiv

[CD], astfelincfltE :ED $#= ]. *atulicdvectorii2m+7F$iE
sunt coliniari.

4. Fie ABCDE pentagonul convex, pentru care P, S, Q,T, M, N sunt mijloacele
segmentelor IABJ,lBCl,ICD],lDEl, [f8]Si respectiv ["S]. Aratalicd, MNllAE.
5. Pe laturile [AB] gi [Ac] (sau pe prelungirile lor) ale triunghiului ABC se iau
punctele M qi.l{, astfel ca BM = CN. Fie @ mijlocul lui [Ml[], iar R mijlocul
lui [BC]. SX se arate cd Q R este paralelS cu bisectoarea unghiului E AC- .

6. Fietriunghiul ABC,D e (AB),Ee (AC),astfelinc6t #=#=|. nuce
M este mijlocul laturii IBC), iar {O} = CD n BE, sd, se aiate ci:-
l) DEIIBC gi BC : 3DE; 2) Functele A,O,IuI sunr coliniare.

7. Fie ABC un triunghi qi M, Iy', P puncte pe laturile [ABl,lAC] 9i respec-

tiv [BQ, astfel incat W.= -]W, NC- = -lnZ,fr =?W Arrtali cd

punctele M, N, P sunt coliniarel 3 I

8. Pe latura [AB] qi diagonala [AC] ale paralelogramului ABCD se iau punctele

&/ gi -lf, astfel incat AM- : **, O*- = f,re. Aratali cd, punctele M, N, D
sunt coliniare.

9. Fie ABCD un paralelogram. Definim punctele E gi F prin ZE = *M,M = 3m. Sd se arate c5 punctele C, E, F sunt coliniare.

10. Fie M, N, P, Q, R gi S mijloacele segmentelor IAB], lB Cl, IC Dl, lM P], lAQl
qi [i?,lf]. Ardtati c5 punctele D, Q, S sunt coliniare.

Teste de evaluare

Testul L.

1. Fie triunghiul ABC qi punctele M, N, P, astfel incAt 1B- = 3M,ffi = 3eP,
6. = 3ffi. Aretatri cE" Iu[F - 2W, exprimand vectorii in func{ie de ZB- qi 7e.
2. Ar5tali c5 dacd ABCD este paralelogram de centru O, atunci

MA+-MB +Me +ffi = 4tufO,v M.
3. Vectorii m,m qi GP au acelaqi modul, iar suma lor este zero, (G, M, N,
P fiind distincte). Ardtati cd G este centrul de greutate al triunghiului.

4. Fie P un punct interior triunghiului echilateral de centru O. Dacd P1, P2, p3

sunt proiecliile lui P pe laturile triunghiului, atunci FE +4 +6 :36t t 3 - ,f 
\r.
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rnctele E, F pe [,aD] qi respectir.
itati cd vecrorii 2C-E +TF giE

P, S, Q, T, M, N sunt mijloacele
tpectiv_[7^9]. Ardra{i c1t M NllAE.
lor) ale triunghiului .4BC se iau

mijlocul lui fMlfj, iar .R mijlocul
ectoarea unghiului f,d.
irfel incAt AD 

- AE 1 --;"-:""-" DE: Ed =;' Dacd
.b, sA se arate cd:
f sunt coliniare.

pne laturile [AB],tACl gi respec_

inz, ,r- = lro.. Ardtali cd

yamului ABCD se iau punctele
, Ar5tali cd punctele M, N, D

tele .E qi F prin E .i-
-coliniare. = 

'AB'r [AB], [BC], IC D], IM p], 
[Ae,)

re.

incAt ZB- = SA-M,EC = gep.
.ectorii in func{ie cleTF $M.
rntru O, atunci

suma lor este zero, (G, M , I\i .

utate al triunghiului.
de centru O. Dacd p1, p2, p3

i FE+ FE +m= 
|eO.

Testul 2.

1. Fie A, B,C, D patru puncte distincte, iar M, N mijloacele segmentelor [AB]
qi [CD]. S5 se arate cF,MN =*r- + BC-).

2.,Fie paralelogramd ABCD qi punetele E < lADl, AE = ED, S e lBCl,

# = *, o. lDCl,D# = ]. n*nri*a[i vectorii BE,m in funcqie de fF qi

.4D gi apoi deduceli c6, BEllRS.

3. Fie ABCDEF hexagonul regulat inscris in cercul de centru O.
S5 se arate cl,M +M +TD +TE qffi :6fi.
4. S5 se arate cd intr-un triunghi echilateral ABC,inscris in cercul de centru O,
avem AB +M = 3TO.

1.3. Rezolv5rile problemelor
1. Adunarea vectorilor

1 . Avem OA = -Oe , dE = -OD , carc se adund qi dau relalia dat5.'.t_ _ l_
2. IvIN::AC, BfuI: -;UU.

1 _ 1_

Deci Mlf + BM : ;(AC - AB); NP : - rAa si
1 _ 1_

MN + Iy'P = ,eC - AB); CN :;CB =
1 _ 1_

= ;(AB - AC), CN + ge = -tAB - AC.

Construim paralelogramd BMNQ, in care

MQ =ME + IZF. Analog, construim paralelogra-

mul NPC,R, in care FE: PrV +Fe .

Avem QE =qN + r{R- =EM *Pe : lf-ZA +re) :!u- =MP.2'2
3. Patrulaterul ABCD este paralelogram dacd qi numai dacS

MA+W :ME +ffi,YM. Fie O punctul de intersec{ie al diagonalelor.
1_1_

Atunci, MO = 5@A+ MC) qi MO = ;(MBt + MD'). De aici, MB + MD =
=MB + MD, ceea ce aratS ci AB|CDt este paralelogranr. Altfel, din
TD +TE -re =TF +TF rezultd TE -TF =M - .q,-o e B-F :DD.
Laturile IBB'1, [DD'] fiind paralele gi egale, deducem BB'DD'paralelogram.

4. MQ +qP :MP :N.
5. 1) Avem TD =TE +ED,BE :EA+-AE,CA =eE +EA, care adunate
da;u7D +m -teA : (TE +EA) +ED +TE +eE *EA:6 +ED *-cE;
2) Avem: OE = Oe +eE ,TD +ffi +ffi = AC- , pe care Ie adun5m qi dau relalia
dorit5, deoarece E +M -de ; qetr =dE +m,TE =M +m qi relalia
se verificd; 4)-EE +EE +EO +Oe +eD *ffi, = 0, dupa regula poligonului.

6. -EE *M = ZD, astfel incdt ABDC este dreptunghi lE +re|: rt.
207


